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Exercice 1
1. Montrer que pour tout n € N, I’équation tanz = x admet une unique solution dans
]—% +nm, 5+ mr[ que l'on notera z,. On définit ainsi une suite (z,,)n>0.

2. Montrer que x, ~ nm.

3. Montrer que z,, — nw ~ 3.

s 1
4. Montrer que z,, —nm — 5 ~ —--.

5. Montrer que xn:nﬂ+%_n717r+2n12ﬂ+o(#).

Exercice 2 (Polynomes de Bernstein et théoréme de Weierstrass)
Partie I. Fonctions uniformément continues et théoreme de Heine

Une fonction f définie sur un intervalle I de R est dite uniformément continue si
Ve >0, 3n >0, V(a,y) € I, [z —yl <n = |f(z) - fly)l <e.
1. Montrer que si f : I — R est uniformément continue, alors elle est continue.

2. On suppose dans cette question que I est un segment [a, b], avec a < b.

On souhaite prouver que si f : I — R est continue sur I, alors elle est uniformément continue
(théoreme de Heine).

On raisonne par l'absurde et on suppose que f n’est pas uniformément continue. Ainsi, on
suppose qu’il existe £ > 0 tel que pour tout n > 0, il existe (z,y) € I? vérifiant |z — y| < n et
|f(x) — f(y)| > e. Dans la suite, on se fixe un tel € > 0.

(a) Justifier qu’il existe deux suites (xy,),,~; €t (yn),>; & valeurs dans I telles que

. 1
¥n € N o =yl < - et |f (@) = f (un)] 2 &

(b) Prouver qu'’il existe une extractrice ¢ : N* — N* et un réel ¢ € I tels que lim Tp(n)
n—-+oo

n L Yoln) = €

(c) Aboutir & une contradiction.

Partie II. Polynémes de Bernstein

n

Pour n € N et k € [0,n], on pose B, = <k:

)X’“(l - X)" " e RIX].

3. Déterminer le degré de B, i, ses racines et leur multiplicité, pour n € N et k € [0, n].
4. Soit n € N fixé, et soit P € R,,[X]. On souhaite prouver qu’il existe un unique (Ao, A1, . . ., A\p) € R?!

n
tel que P = Z A Bp k.-
k=0

(a) En utilisant les racines des B, x, justifier quun tel (n + 1)-uplet, s’il existe, est unique.
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(b) A Paide de lidentité X* = X*(X + (1 — X))"*, prouver que pour tout k € [0,n], X* =

72 )
Yo Bh,j-
2 () Pes
(c) Conclure.

n n n
5. Prouver que pour n € N, ZBmk =1, Z kB, =nX, Z k(k—1)By; =n(n — 1)X2.
k=0 k=0 k=0

n
6. En déduire que pour n € N, Z(k —nX)?Bu =nX(1 - X).
k=0

Partie II1. Approximation uniforme d’une fonction continue
Si g :[0,1] — R est une fonction continue sur [0, 1], on note ||g||cc = max |g(z)|, qui est bien défini

z€[0,1]

par le théoreme des bornes atteintes.
n
k
Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Pour n € N*, on note B,,(f) = Z f () By i € R, [X].
n
k=0

On souhaite prouver que pour tout € > 0, il existe ng € N* tel que pour tout n > ng, ||f — Bn(f)| - < €.

Dans toute la suite de cette partie, on considere € > 0 fixé. Par le théoréeme de Heine, il existe donc
n>0tel que: V(z,y) €% |[z—yl<n = |f(z) - fly)l <e.

7. Prouver que pour tout z € [0, 1] et tout n € N, f(z)—[B,(f)] () = Z <f(3:) — f (i)) By k().

k=0

8. Soit # € [0,1] fixé et n € N*. On note 4, = {k € [0,n],
complémentaire de A, dans [0, n].

1:—%’ <17}7 et on note By le

(a) Prouver que Z flx)—f <k> ‘ By i(x) <e.
keAz "
2 n
(b) Montrer que 72 3 Byi(w) < 3 <x - ’“) Boi(x) < 5 Y (ne — k)’ Bus(a) < o
ke By kEB, K (L n
(c) Montrer que Z flx)—f k B k(x) < HfHOO
keBy " " - 2717]2
s /1o
(d) En déduire que [|f — Bn(f)[l <&+ S

Conclure.

Ainsi, on a prouvé que pour toute fonction continue f sur [0,1], et tout € > 0, il existe une fonction
polynomiale P telle que ||f — Pllco < &. Ce qui signifie que les courbes représentatives de f et de P
sont toujours a une distance inférieure a €. C’est le théoreme de Weierstrass, que vous reformulerez
en seconde année en disant que les fonctions polynomiale sont denses (en un sens a préciser) dans

% (]0,1],R).

Le théoréme se généralise sans difficultés au cas d’une fonction continue sur un segment [a, b|.




