MP2I Lycée Roosevelt

Correction - DM 14
T A rendre le 19/05/26

Exercice 1
1. Notons P/ (resp. F}) I’événement ”obtenir Pile (resp. Face) avec la piece n°k au i-ieme lancer”.

Les pieces étant équilibrées et les lancers indépendants, on a :

1 1 1
a1 = P(F{ N Fy) = P(F})P(Fy) = 5X5=7
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
b= P((PLNE)U(F N P)) = P(POP(F}) + PIFOP(PY) = 5 x 5+ 5% 5 = 3
1 1 1 1 11 1
.. 1 1 1
Ainsi, al_Z’bl_Qet 01—1.

2. Soit n un entier naturel non nul. Alors :

e S’il y a eu 0 Piles a I’étape n, alors on ne relance aucune piéce et il y aura nécessairement
0 Piles a I’'étape n + 1. Donc

| Pa, (Ang1) = 1 et Pa, (Buy1) = Pa, (Cos1) = 0.

e S’il y a eu 1 Pile a ’étape n, alors on relance une seule piéce, qui donnera Pile ou Face avec

1
la probabilité 5 Donc

1 1
Pg, (An—H) = > PBn(Bn—H) = B et PBn(Cn—H) =0.
e S’il y a eu 2 Piles a I’étape n, on relance les deux pieces.
1 1 1
Elles donneront le couple Face-Face avec la probabilité 3 X 3=1 Donc
1
. . .., 1 1 1 1 1
Elles donneront les couples Pile-Face ou Face-Pile avec la probabilité 3 X 3 + 3 X 3= 73
Donc
1
. . L., 1 1 1
Elles donneront le couple Pile-Pile avec la probabilité 3 X 5= 1 Donc
1

3. Soit n un entier naturel non nul fixé. La famille {4,, B,,C,} constitue un systéme complet
d’événements. En appliquant la formule des probabilités totales et avec les probabilités condi-
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tionnelles calculées précédemment, on obtient :

Gp+1 = P(An+1)
— P(Ay N Ani1) + P(Bo 0 Anin) + P(Co N Anir)

1 1
:anx1+bnx§+cnxf

4
1 1
=|Qp + ibn =+ ch.
De méme,
bn+1 - P(Bn—i-l)
= P(An N Bn+1) + P(Bn N Bn+1) + P(Cn N Bn+1)
= P(An)PAn (Bn-I—l) + P(Bn)PBn (Bn—i—l) + P(CH)PCTL (Bn-i-l)
1 1
:an><0+bn><§+cn><§
1 1
- *bn ~Cn-
g T 5¢
Et enfin,

Cn+1 = P(Cn+1)
=P(A,NCpy1) + P(B,NCry1) + P(Cr, N Crg1)
= P(An)PAn (Cn—i-l) + P(Bn)PBn(Cn—i—l) + P(Cn)PCn (Cn-H)

1
:an><0—|—bn><0—|—cn><1

1
=|—Cp.

4

1
4. (a) (cp) est une suite géométrique de raison 1 donc

()

(b) Avec la question 3,

1 1
bpia = ibn—i-l + §Cn+1

LT

- 2 n+1 8cn
1 1

= ibn—l-l + 3 (20n11 — bn)
3 1

= zbn_i'_l - gbn

(c) (bn) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. En suivant la méthode habituelle, on obtient

(calculs laissés au lecteur) :
1\" 1\"
n=2=] —2(-] .

Finalement, comme a, + b, + ¢, = 1, on obtient :

()
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(d) Comme lim <1> = lim (i) = 0 on obtient :

n—+oo \ 2 n——4o00

lim a,=1, lim b,=0et lim ¢, =0.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

La probabilité de n’avoir que des faces tend vers 1 car on relance tous les piles a chaque
étape...

Exercice 2
1. (a) On commence par déterminer une famille génératrice de F :

F = {(‘Taya Z) | Y= Z} = {(xn%y) ‘ T,y € R} = VeCt((LO?O)? (07 L 1))

Ainsi, la famille ((1,0,0),(0,1,1)) est génératrice de F. Elle est également libre (deux
vecteurs non colinéaire). Donc ‘ ((1,0,0),(0,1,1)) est une base de F. ‘

(b) De méme,

G={(z,y,2) |z —y=0et 2 =2y =0} ={(y,9,2y) | y € R} = Vect((1,1,2)).
Ainsi, la famille ((1,1,2)) est génératrice de G. Elle est également libre (un vecteur non
nul). Donc ‘ ((1,1,2)) est une base de G.‘

(c) Pour démontrer que R?* = F @ G, on montre que la famille ((1,0,0),(0,1,1),(1,1,2)) est
une base de R3.

Commencons par démontrer sa liberté :

a+c = 0
a(1,0,0) +6(0,1,1) + ¢(1,1,2) =0 < b+ c
b+2¢c = 0

I
o

Sa=b=c=0.

Ainsi, ((1,0,0),(0,1,1),(1,1,2)) est une famille libre de trois vecteurs de R3. Comme
dim(R3) = 3, c’est donc une base de R?, et donc |R? = F @ G.

2. (a) Soit u = (x,y,z) € R3. Cherchons trois réels a, b et c tels que :
(z,y,2) =a(1,0,0) +6(0,1,1) + ¢(1,1,2).

On obtient alors le systéme suivant :

a+c = a = Tr+y—=z
b+c = y < b = 2y—2z
b+2c = =z c = z—Yy

Ainsi,
(a:,y,z) = (x ty-— z)(LO?O) + (2y - Z)(07 17 1) + (Z - y)(L 172) :

er e

Par unicité, on a finalement :

‘uF:(:U+yfz,2yfz,2yfz) et uG:(zfy,zfy,2272y).‘

(b) On déduit directement de la question précédente que :

p((:ﬂ,y,Z)) = (l’-{—y- Z72y - Z>2y_ Z).
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3. (a) Montrons que q est linéaire. Soient (z1,y1,21), (72,2, 22) € R3 et A € R.

q(A(z1,91, 21) + (22,92, 22)) = q((AT1 + T2, AY1 + Y2, A21 + 22))
= ((Az1 +22) + (Ay1 + y2) — (Az1 + 22), A1 + Y2, Ayr + y2)
= MNz1+y1 — 21,91, 1) + (@2 + Y2 — 22,92, Y2)
= A((z1,91,21)) + q((22, Y2, 22)).

Ainsi, ¢ est une application linéaire de R3 dans R3. Donc ‘ q est un endomorphisme de R3. ‘

(b) On sait déja que ¢ € Z(E). Montrons que qo ¢ = q. Soit (z,y, z) € R3.

(goa)((z,y,2)) = ala((z,y, 2)))
=q((z+y—27y,y))
= ((fc+y*2)+y Y,9,9)
=(@+y—2yy)

= q((ﬂf Y, 2)).

Ainsi, gog = q et ‘q est un projecteur. ‘

(c) On a:
(x,y,2) € Ker(q) © (v +y—2,9,y) =0 & { z z g
Donc :

Ker(q) = {(#,0,2) | z € R} = Vect((1,0,1)).

La famille ((1,0,1)) est donc génératrice de Ker(g). Elle est également libre (un vecteur
non nul). Donc ‘ ((1,0,1)) est une base de Ker(q).‘

(d) Montrons que Ker(q) NG = {0}.

r = z

y = 0
z—y = 0
z—2y = 0

(r,y,2) € Ker(q) NG <

Ainsi, Ker(q) et G sont en somme directe.
(e) Comme ¢ est un projecteur, Im(q) = Ker(q — Idg). Ainsi,

(z,y,2) € Im(q) & (z,y, 2) € Ker(q — Idg)
< q((2,y,2) = (2,9,2) =0
< (y—2,0,00=0
Sy—2=0
& (z,y,2) € F.

On a donc bien |Im(q) = F.
(f) Pour tout (z,y,z) € R3,

(poq)(z,y,2) =ple((z,y,2))) = q((z,y,2)),
€lm(g)=F

car F' est ’ensemble des invariants de p. Donc

De méme, pour tout (z,y,2) € R3,

(q Op)(CC, Y, Z) = Q(p((wvyv Z))) = p((ZE, Y, Z)),
——

€F=Im(q)
car Im(q) est I'ensemble des invariants de g. Donc

4
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4. (a) Comme p,q € Z(E),r=p+q € Z(F). De plus,

ror=(p+qop+q =p*+pog+qop+q2=p+q+p+q=2r

Ainsi, ror #r et ror # Idg. Donc ‘r n’est pas un projecteur, ni une symétrie. ‘

n—1

(b) On montre par récurrence (laissée au lecteur) que : ‘Vn >1,rm=2"""r. ‘




