MP2I Lycée Roosevelt

Correction - DM 15
T A rendre le 26/05/26

Exercice 1
L (a) [(X2=0)=RiN Ry, (Xa=1) = (R1N By) U(B1N Ry), (X3 =2) = B1N Bs.

(b) X2(€) ={0,1,2}.
Avec la formules des probabilités composées, on a :

2 1
X - =-.
3

P(XQ = 0) = P(Rl mRZ) = P(Rl)PRl(Rg) = 3

DO | —

Par incompatibilité puis avec la formules des probabilités composées, on a :

P(Xg = 1) ZP((RlﬂBQ)U(BlﬂRQ)) ZP(RlﬁBg)—I—P(BlﬂRQ)

1 1 1 1 1
= P(R,)Pg,(B P(B1)Pp,(Ry) = - X -+ - X - =—.
Avec la formules des probabilités composées, on a :
1 2 1
P(Xy =2) = P(Bi N By) = P(B1)Pp,(Ba) = 5 x 5 = 3
Ainsi, | Xo — 2 ([0, 2]) ‘ Donc X2 admet une espérance et une variance et on a :
0+2 2-0)(2-0+2 2
E(Xs) = % et V(X)) = )(12 +2) _ -

2. (a) Avec la formules des probabilités composées, on a :

P(X3 = 0) = P(R1 N Ry N Rg) = P(Rl)PRl (RQ)PRlﬂRQ(R3) =

X
X

(a1 =] [ ]

N~ N

X
Wi WliN

X
=W W

P(Xg = 3) = P(Bl N By N Bg) = P(BI>PBl (BZ)PBlmBQ(B3) =

(b) Avec le SCE (XQ = i)ogigg, on a:

2
= Z P((Xo=1)N(X3=1)) (par incompatibilité)

I
)
la
I
\M-/.
X
o

;)(X3 =k) (probabilités composées).
=0

Calcul de P(x,—)(X3 =1)

On constate que 'on a obtenu aucune boule blanche durant les deux premiers tirages et
on souhaite obtenir une boule blanche dans les trois premiers tirages. Nous disposons donc

de 3 boules rouges et de 1 boule blanche a l'issue de la deuxieme pioche et on obtient une
1

boule blanche au troisieme tirage donc Px,—o) (X3 = 1) = T
Calcul de Pix,—1)(X3 =1)

On constate que 'on a obtenu une boule blanche durant les deux premiers tirages et on
souhaite obtenir une boule blanche dans les trois premiers tirages. Nous disposons donc de
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2 boules rouges et de 2 boules blanches a I'issue de la deuxieme pioche et on obtient une

2
boule rouge au troisiéme tirage donc Pix,—)(X3 =1) = —.

Calcul de P(x,—2)(X3 =1) !

On constate que 'on a obtenu deux boules blanches durant les deux premiers tirages et

on souhaite obtenir une boule blanche dans les trois premiers tirages, ce qui est impossible

donc P(XQZQ)(X:J, = 1) =0.

Ainsi, P(ngl):%xi—kéxz
(c) Comme (X3 =1)p<i<3 est un SCE,

+1><o— HE
3 3x4 |4

On a ainsi démontré que ‘Xg — 2 ([0,3]) ‘

3. (a) | Xa(Q) =[0,n]]
D’apres la formule des probabilités composées,

P(Xn :0) :P(RlﬁﬂRn> :P(RI)PRl(RQ)PRlﬁﬁRnfl(Rn)
1 2 n—1 n 1
= =X =X ... X X = .
2 3 n n+1 n+1

(b) En considérant le systeme complet d’événements (X,_1 = i)o<i<n—1 :

n—1

On obtient alors :

P(Xp-1=1)Px,_,=i)(Xn =1) (probas composées)
i=0

Or, si 'on veut obtenir k& boules blanches durant les n tirages, il est indispensable d’avoir
obtenu k boules blanches durant les (n — 1) premiers tirages (donc le n-ieme tirage donne
une boule rouge) ou l'on a obtenu k£ — 1 boules blanches durant les (n — 1) premiers tirages
(donc le n-iéme tirage fournit une boule blanche). Donc les probabilités conditionnelles
Px,_,—i)(Xy = i) sont nulles sauf si i =k — 1 ousii=k.

On en déduit que

P(Xp=k)=P(Xn1=k—1)Px,_—k—1)(Xn =Fk) + P(Xn-1 =k)Px,_,=k)(Xn = k).

(c) Calcul de Px, ,—x—1)(Xn = k)
On a obtenu k — 1 boules blanches durant les (n— 1) premiers tirages et on souhaite obtenir
k boules blanches dans les n premiers tirages. Nous disposons donc de (kK — 1) +1 = k
boules blanches et de (n 4+ 1) —k = n — k 4+ 1 boules rouges a l'issue de la (n — 1)-ieme
pioche (qui compte 2+ (n — 1) = n + 1 boules) et on obtient une boule blanche au n-ieme

k
n+1

tirage donc | Px,_,—x—1)(Xn = k) =




MP2I

Lycée Roosevelt

Calcul de Prx, ,—p)(Xn = k)

On a obtenu k boules blanches durant les (n — 1) premiers tirages et on souhaite obtenir &
boules blanches dans les n premiers tirages. Nous disposons donc de k + 1 boules blanches
et de (n+ 1) — (kK + 1) = n — k boules rouges a l'issue de la (n — 1)-ieme pioche (qui
compte 2+ (n — 1) = n 4 1 boules) et on obtient une boule rouge au n-iéme tirage donc

n—k
P(Xn—1=’f)<X” =k) = n+1
1
Posons & (n) : "Vk € [1,n], P(X, =k) = "+ 1”'

1 1
P(2) est vraie car P(Xo =1) = P(Xy; =2) = 3T 3ET

Soit n > 2. Supposons que & (n) vraie. Montrons que &?(n + 1) est aussi vraie.
Pour tout 1 < k < n, on a avec les questions 3.(b) et 3.(c) et en utilisant I’hypothése
de récurrence,

P(Xny1 =k) = P(Xn =k — 1)Px,——1)(Xn41 = k) + P(Xn = k)P, =) (Xn41 = k)
1 k 1 n+1—k n+1 1

n+1 ><n+2+n+1 Ttz (n+1)(n+2) n+2

La formule est donc pour tout 1 < k < n. Pour k = n+1, on a (en utilisant la question

3.(a)) :

" "1 n+1 1
P(Xpi1=n+1) P(Xpi1=k)=1- -1 _ ,
(X1 =n+ kzo Xnt kzon—f—? n+2 n+2

Donc Z(n + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence, &?(n) est vraie quelque soit n > 2.

On remarque que ‘Xn — 2 ([0,n]) ‘ Donc X,, admet une espérance et une variance et on
a:

E(Xn):();”:g (n-0)(n-0+2) n(n+2)

12 12

Exercice 2

1.

(a)

Par définition de F', £ est une famille génératrice de F'. Il reste a montrer que cette famille
est libre : soient a, b, c,d € R tels que asin +bcos +c sh 4+ d ch = 0. En dérivant deux fois,

—asin —bcos+c sh + d ch = 0.
Par addition et soustraction, on en déduit :
asin+bcos=0 et csh+dch=0.

En prenant les images de z = 0 et x = § dans la premicre relation, on obtient a = b = 0.
En prenant 'image de x = 0 dans la deuxieme relation, on obtient d = 0. Il reste ¢ sh =0
dounc=d=0.

Ainsi, & est libre et génératrice de F'. ‘%’ est donc bien une base de F. ‘

Nous savons que la dérivation est linéaire. Il suffit donc de vérifier que A(F) C F. Pour
tous réels a, b, ¢, d,

A(asin+bcos+c sh + d ch) = —asin+bcos+csh+d ch € F.

Ainsi, A(F) C F et ‘A est bien un endomorphisme de F'. ‘

D’autre part, A transforme la base Z en A(ZA), qui est une base de F' (identique a %, a
l'ordre prés et avec un changement de signe).

Ainsi, A est bijective et donc ‘A est un automorphisme de F. ‘

3
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2. (a) Soit f=A —id. Alors :
f(sin) = cos —sin, f(cos) = —sin—cos, f(sh) =ch —sh, f(ch) =sh—ch.

Ainsi,

(b) On détermine le noyau de la matrice de f :

a -1 -1 0 0 —a—b=0
b 1 -1 0 0 a—b=0
c € Ker 0 0 -1 1 < et d=0 Sa=b=0etc=d.
d 0 0 1 -1 c—d=0
Donc
-1 -1 0 0 0
1 -1 0 0 0
Ker 0 0 -1 1 = Vect 1
0 0 1 -1 1

et ‘Ker(f) = Vect (sh + ch) = Vect (exp). ‘
(c) Soit y € F. Alors :

v —y=0%« f(y) =0 y € Ker(f) = Vect (exp).

Ainsi, ’'ensemble des solutions dans F' de I’équation (Ey) est

‘Yg ={z— dexp(x) | X € R}‘

3. (a) On a vu que
f(sin) = cos —sin, f(cos) = —sin—cos, f(sh) =ch —sh, f(ch) =sh — ch.

Donc (par linéarité de f) :

= 1= [T ),

f(sin) — fleos) [ <1 > |

Cos = T = §(sin — cos)

¢ = ch —sh =| f(sh).

(b) On a vu que Ker(f) = Vect (exp). Comme (exp) est une famille libre (un vecteur non nul)
et génératrice de Ker(f), c’est une base de Ker(f) qui est donc de dimension 1. Avec le
théoréeme du rang (comme F est de dimension finie),

rg(f) = dim(F) — dim(Ker(f)) =4 —-1=3.

Or on sait avec la question précédente que (sin, cos, ) est une famille de vecteurs de Im( f).
Elle est libre car :

asin+bcos+c p =0 < asin+bcos—csh+cch=0&a=b=c=0 (par liberté de £).

Comme (sin, cos, ¢) est une famille libre de trois vecteurs de Im(f) qui est de dimension 3,

‘ (sin, cos, ) est une base de im(f). ‘
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(c) Soit y € F. Alors :
Y == sina) & f(5) = 1(6h) + £ (~5(6in +cos))
e f <y —sh+ %(sin—i— cos)) =0 (par linéarité de f)
< y—sh+ %(sin—i—cos) € Ker(f)

1
<IN eR, y—sh—i—i(sin—kcos) = \exp

L’ensemble des solutions dans F' de I’équation (E) est donc :

& ={x > sh(z) — %(cos(:z:) +sin(z)) + Aexp(z) | A € R}.

Exercice 3
Partie I - Fonction génératrice d’une variable aléatoire finie

1. Si X < #(n,p),on a:

ox0)= Y- P =m =3 ()t o=t =3 (1) -t =[]

k=0 k=0 k=0

n n 1— tn+1

Gx(t) =3 P(X = k)t = Z%tk - ios |

2. Le théoreme de transfert garantit que

E(tY) = Zn:tk'P(X = k),
k=0

c’est-a-dire que | Gx () = E(tY).

3. Gx étant une fonction polynémiale, Gx est € sur R. En dérivant une premiere fois, on
obtient :

G (t) = Zn: kP(X = k)tF L
k=1

En particulier,

En dérivant une seconde fois, on obtient :

G%(t) = En:k(k —1)P(X = k)th2.
k=2

Donc
G% (1) = i kE(k—1)P(X =k) = Zn: K*P(X = k) — Zn: EP(X =k)
k=2 k=2 k=2
=> KFP(X =k) - > kP(X =k) = E(X*) - E(X)
k=1 k=1



MP2I Lycée Roosevelt

Avec la formule de Koenig-Huygens, on a finalement :
V(X) = B(X?) - (B(X))®

= B(X?) - E(X) + B(X) - (B(X))?

=|G% (1) + Gx (1) - (Gx(1)*.

4. Gx est indéfiniment dérivable. Pour tout j € [0,n] et pour tout réel ¢,

GP() = k(k—1)...(k—j+1)P(X = k)tt = Zﬁ

_P(X = k)tF .
k=j k=j * J)

Pour ¢ = 0, la somme ci-dessus ne contient plus que le terme correspondant a k = j (les autres
sont nuls) et on obtient :

vj € [0,n], GY(0) = j! x P(X = j).

Ainsi, la connaissance de Gx permet de retrouver la loi de X, puisque que

Vj e [0,n], P(X = j) = X2

Partie II - Une application
5. Xo(Q2) ={0,1} et

P(XQZO):P((PlﬂPQ) (FlmFQ))
=P(PiNP)+ P(F1NFE) (par incompatibilité)

= % X % + % X % (par indépendance)
1
=5
P(Xy=1)=1- P(X3=0)
1
=5

1
Donc | Xo — A(1/2), E(X2) = 3 et V(Xs2) = -

X3(Q) = {0,1,2} et

P(X3=0)=P((PLN PN Ps)U(FNFNF))

=P(PLN PN P3)+ P(FL N FyN F3) (par incompatibilité)
1 1 1

1
X 5 X + 5%X3%5 (par indépendance)

—_

P(X3:2):P((leFgﬂpg)U(Flﬂpnggg))

= PP NF,NP;)+ P(F1N PN F3) (par incompatibilité)
1 1 1

><+><1
2 2

\ =

1
X

3 (par indépendance)

I
it
[N



MP2I Lycée Roosevelt

1
P(X3=1)=1-P(X3=0) - P(X3=2) =| 5.
On détermine alors I’espérance et la variance de X3 :
E(X3) =0x P(X3=0)+1x P(X3=1)+2x P(X3=2) =1,

Y

B(X2) = 0% x P(X3=0)+ 1% x P(X3 = 1)+ 2% x P(X3 = 2) — g

V(X3) = B(X3) - B(X3)* =

6. Xo(Q) = [0,n — 1].

P(Xn:()):P((PlﬂPQﬁ...ﬂPn)U(FlﬂFgﬁ...ﬂFn))

=P(PNPN...NP)+PFiNFN...NF,) (par incompatibilité)
1 1 1 1 1 1
=g XX XghgXoX.. Xy (par indépendance)
1
- on—1"’

PX,=n—-1)=P(PANFkNPN..)UF NPNFN...)

=PPiNFHNPN...)+P(FiNPaNFzN...) (par incompatibilité)
1 1 1 1 1 1
:§><§><...><§+§><§><...><§ (par indépendance)
1
| on-1°

7. Soit k € [1,n]. Avec le SCE (X,, = i)o<i<n—1,

n—1
P(Xns1=k) = ZP(Xn = i)P(Xn:i) (Xnt1 = k).
=0
.. 1
Or P(Xn:i)(Xn+1 = ]{2) =0siz? ;é k — 1,k et P(Xn:k:—l)(Xn+1 = k) = P(Xn:k‘)(Xn+1 = ]{7) = 5

Finalement,

1 1
P(Xnp1 = k) = P(Xp = k) + 5 P(Xy =k —1).
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Gn+1(t) == P(Xn+1 = k)tk
k=0
=P(Xpy1=0)+ Y _ P(Xpj1 =k)tF
k=1
1 (1 1 k . o
= §P(Xn =0) + Z §P(Xn =k)+ §P(Xn =k—1)|t (questions précédentes)
k=1
_ _ IR vk IN _ k
= SP(Xn=0)+5) P(Xn=h)t +2ZP(Xn_k—1)t
k=1 k=1
1 n 1 n—1
=_-P(X,=0)+ 3 P(X, = k)" + 3 Z P(X,, = k)tFt! (changement de variable)
k=1 k=0
1 n—1 1 n—1
_ _ k _ k — —
=5 P(Xn=R)t" + 5tZP(Xn = k)t (car P(X,, =n) = 0)
k=0 k=1
1 t
= 2Galt) + 5Gn(t)
1+t
= ( 5 )Gn(t).

(b) Soit ¢ € [0, 1]. Avec la question 5,

1

Golt) => P(X;

k=0

Or, on a démontré que (G,(t))n>2 est une suite géométrique (de premier terme Ga(t)

14+t .
et de raison

1 1, 14t
L

= k)tk =
) 2

[\]

). Donc pour tout n > 2,

Gn(t)

1—|—t n—1
5 .

(c) Soit n > 2.

G(t) = (n—1)

<1+t>”‘2
X X _—
2

1+t

1
2

2

G (#) = (n—1)(n—2) x i « <)n_3

Donc, avec la question 3,

E(Xn) = G, (1)

_n—1
==
V(X,) = Gi(1) + G (1) = (G,(1))?
:(n—l)(n—2) n—l_(n—l)2
4 2 4

m=1)((n—=2)+2—-(n—-1))

n—1

4

4




