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Exercice 1

Partie I

1. (a)

(b)

(b)

: Etude de ’endomorphisme A.

La famille (Py, P, ..., P,) est libre puisqu’elle est composée de polynémes dont les degrés
sont 0,1,2,...,n. Comme c’est une famille libre de n + 1 polynéomes de R,[X] dont la

(Po, Py, ..., P,) est une base de ]Rn[X].‘
Pour k=0,1,...,n—1,0on a P,(k) =0, et pour kK > n, on a :

dimension est n + 1,

Palk) = Sh(k—1) . (h—n41)= M <k> eN.

n! nl(k —n)! n

De méme, on obtient :

Ainsi,

pour tous k,n € N, P, (k) et P,(—k) sont des entiers.‘

D’une part, puisque les polynoémes P, sont a valeurs entieres sur les entiers, il est clair
que tout polynéome P € R, [X] & coefficients entiers dans la base (Fy, ..., P,) est a valeurs
entieres sur les entiers.

On étudie maintenant la réciproque de cette propriété et on considére donc un polynoéme
P € R,[X] s’écrivent P = poPy + p1P1 + ... + p, Py, et tel que Vk € Z, P(k) € Z.
Montrons par récurrence que, pour tout i € [0,n], p; € Z.

En évaluant en 0, qui est racine de Py, ..., P,, on obtient pg = P(0) € Z.

Soit i € [0,n — 1]. Supposons que py, ..., p; sont des entiers et montrons que p;;1 est
aussi entier.
En évaluant en ¢ + 1, qui est racine de P11, ..., P,, on obtient la relation suivante :

poo(i+1)+...+piP(i + 1) + pir1 P (i+ 1) = P(i + 1) € Z.

Comme P;11(i+1) = 1, on en déduit pj+1 = P(i+1)—(poPo(i+1)+...+piP;(i+1)) € Z.

On a ainsi prouvé par récurrence que les coefficients de P dans la base (FPp, ..., P,) sont
entiers.

Soient A € Ret P,Q € R[X] :
AP +Q)(X) = (AP +Q)(X +1) — (AP + Q)(X).
Par linéarité de I’évaluation,

AP +Q)(X) = AMP(X +1) — P(X)) + (Q(X + 1) - Q(X))
= AA(P)(X) + A(Q)(X).

Ainsi, A : R[X] — R[X] est linéaire et ‘A est donc un endomorphisme de R[X]. ‘

Comme P, est constant, il est clair que | A(Fp) = 0.
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Pour tout n € N,

A(Pn+1)(X):(nil)![(X—i—l)X...(X—n—I—l)—X(X—l)...(X—n)}
- (X+(lrz;§§f_n)(X—|—1)X...(X—n+1)
:%X(X—l)...(X—n—l—l)
=F,.

Ainsi, | pour tout n € N, A(P,41) = Pn.‘

(c) Soit P un polynéme de degré d, qui s’écrit P = poPy + p1P1 + ... + pgP; dans la base
(Po, ..., Py) de Ry[X] (avec pg # 0). Alors :
A(P) = A(poPo +p1 P + ... + paly)
= poA(FPy) + piA(P1) + ... + paA(FPy) (par linéarité de A)
=p1Po+p2Pr+ ... +pgPi—1 (avec la question précédente).

11 en résulte que ’ A(P) est de degré deg(P) — 1. ‘

Comme A abaisse le degré d’une unité, A%(P) est par conséquent un polynéme constant

dont I'image par A est donc nulle, ce qui donne | A4TH(P) = 0.

(d) Soit un polynome de degré d, défini par P = pgPy + p1P1 + ... + paPy (avec pg # 0).
P eKer(A) < A(P)=p1Py+p2Pr+ ... +pgPs—1 =0

Spr=p2=...=ps=0
& P =poPy = po
& P e Ro[X].

Ainsi,

Ker(A) = Ro[X] # {0} et A n’est pas injectif.‘

Si P € R[X], alors, en notant d son degré, il s’écrit P = poPy + p1P1 + ... + paP; (avec
pa # 0). On peut alors I’écrire sous la forme P = A(Q) comme suit :
P =poPy+piPr+ ...+ paFa
= poA(P1) + p1A(P2) + ... + paA(Pa+1) (avec la question 2.(b)).
= A(poP1 +p1Pa+ ... +paPyt1) (par linéarité de A).

Ainsi,

A est surjectif. ‘

3. (a) Comme A(Pj41) = Pj, on a la relation A'P; = P;_; pour 0 < i < j.
Et comme A7 (P;) = Py =1 et que A(1) =0, il est clair que A(P;) = 0 pour i > j.
Comme 0 est racine des polynémes P; pour j > 1, on a donc AY(P;)(0) = Pj_;(0) = 0 si
0 < i< j, puis AJ(P;)(0) =1, et enfin AY(P;)(0) =0sii> j.
Do [AT(P)(0) = du.
(b) Soit P € R,,[X]. Il existe (po,...,pn) € R*F! tel que :

P=poPy+pP1+...+psPy (pd 75 O).

En appliquant ’endomorphisme AF pour 0 < k < n aux deux membres puis en évaluant
en 0, on obtient (puisque A%(P;(0)) = &; ;) ’égalité A*(P)(0) = py.
On tire la formule voulue :

P(X) =) AMP)(0)Pi(X) =
k=0
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Partie II : Approximation de dérivées n-ieme par différences finies.
4. Montrons cette formule par récurrence.

La formule est évidente pour n = 0.

Soit n € N. Supposons la formule vérifiée au rang n.
Soit P € R[X]. Par hypothese de récurrence,

n n iy ‘

AYP)X) =Y ( ,><—1>” IP(X + j).
=0

Par linéarité de A,

7)(—1>"—jA<P><X ).

n+1 _ -
AM(P)(X) = (J

j=0
En coupant la somme A(P)(X +j+1)=P(X +j+1)— P(X +j), on obtient :
AN P)(X) = Z <"> (-1)"VP(X +j+1) - Z <”) (—1)" I P(X + ).
— \ j — \ j
Jj=0 7=0
On pose i = j + 1 dans la premiere somme, ¢ = j dans la seconde, et on a :
n+1 n A n n A
a0 = (") oo =3 (M) o)

, 1—1 ,
=1 7=0

On en déduit que :
i—1 i

AMTL(P)(X) = P(X—i—n—i—l)—l—zn: << " ) + <”>) (—1)" 1= P(X +4) + (—1)" 1 P(X).
=1

Et d’apres la formule du triangle de Pascal, on arrive en réintégrant les termes extrémes :

A" P)(X) =)

1=0

AR n+1
7

)(—1)”+1—iP(X +1).

On conclut par le principe de récurrence.

5. (a) Exprimons X" dans la base (Py,...,P,) :
X" =poPy+ ...+ pnPy.

L’examen des coefficients dominants donne ici p, = n! et on en déduit en prenant 'image
par A" :

‘A"(X”) =p, Py =pp = n!.‘

En appliquant la formule de la question précédente au polynoéme X", il vient alors :
n n '
anxen =t =3 (1) i
. J
Jj=0

En évaluant en 0, on obtient finalement :
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(b) Pour 0 < k < n, on a A"(X*) =0 et toujours avec la méme formule :
a0y =0= 3 ()i
=0

En évaluant en 0, on obtient finalement :

n

£()rr—s

Jj=0

6. (a) La formule de Taylor-Young donne, puisque f est de classe €™ avec m > n :
~ [ (a) "
fla+h)= ZTM + o(h™).
k=0

En changeant h en jh, on a donc :

Z f(k)‘(a)]khk + O(hn)

k=0

n

(b) En reportant dans A, (h), on obtient donc :

" | nonog ) (g
) =3 (M) st in =33 () o L ko,
=0 =0 k=0

En permutant les sommes, on a :

n n n ) (k) a
WA () =Y (> <j> (1) k fk!()hk + o(h™).

k=0 \j=0

D’apres la question précédente, les coefficients de h* sont nuls pour 0 < k < n, tandis que

(n)
le coefficient de h"™ est égal a n!fil(a) = () (a).
n!

Il en résulte que :
" An(h) = [ (a)h" + o(h™),

et donc
An(h) = ™ (a) + o(1).

On en déduit que | lim A, (h) = ™ (a).
h—0

Partie III : Calcul de la somme des puissances des n premiers entiers.

8. (a) Si R=A(Q), on a par sommation d’'une série télescopique :

p p
VpeN, D R(k) =Y (Qk+1)-Qk)=|Q(p+1) - Q)|

k=0 k=0

(b) En utilisant la formule de la question 3.(b), on obtient :

X =P(X); X?=2P(X)+ Pi(X); X3=6P(X)+6P(X)+ P(X).

Comme A(P,+1) = P,, on a finalement :

X =AP)(X); X?=AQ2P3+ P)(X); X3=A(6P;+6P;+ P)(X).
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(c) En appliquant les deux questions précédentes, on obtient pour tout p € N, compte tenu de
la nullité en 0 des polynémes Py, P, Ps, Py :

p
+1
Y k=hPp+1)= p(pQ).
k=0
p
+1)(2p+1
SR =2P(p+ 1)+ Pa(p+1) = p(p >6(P )
k=0
5 p?(p+1)?
> kP =6Py(p+1)+6Ps(p+ 1)+ Pa(p+1) = A
k=0

9. (a) Par linéarité de la dérivation,

(A(P))'(X) = (P(X +1) = P(X))" = P'(X +1) = P'(X) = A(P')(X).

On a bien que | (A(P))' = A(P'). |

(b) Supposons qu’une telle suite de polynémes (B,,) existe. Alors :

e en évaluant en 0, A(Bp4+1)(0) = ‘ Bnt1(1) — Bpy1(0) = 0‘ pour n > 1.

e en dérivant,

A(Bp41) = (A(Bps1)) = (X") = nX"™" = nA(B).

Par linéarité de A, ceci équivaut a dire que | B),,; — nB, appartient a Ker(A).
e la relation A(By) = 1 = A(X) implique que B; — X € Ker(A) = Ry[X] et donc
‘Bl(X) =X+ avec ¢y € ]R.‘

(c) Supposons ces trois conditions vérifiées, et montrons par récurrence que A(B, 1) = X™.
Comme Bj(X) =X + ¢ avec ¢c; € R, on a A(By) = 1.
Soit n > 1. Supposons que A(B,,) = X"~ L.
La condition B}, — nB, € Ker(A) implique A(B;,_ ;) = nA(By).
Comme (A(P)) = A(P'), ceci s’écrit aussi (A(Bp+1)) = nA(By).
Par hypothese de récurrence, A(B,,) = X" !, donc (A(Bp41)) = nX"L.
On obtient enfin par intégration A(Bp+1) = X" + ¢, avec ¢, € R.
La condition B,+1(1) = By41(0) < A(Bp+1)(0) = 0 implique que ¢, = 0 et donc
A(Bpy1) = X™

On conclut par principe de récurrence.

10. (a) D’apres la condition (1), Vn > 1, B, ;| = nB,. Ainsi, la condition (2) équivaut a :

1 1
VYn>1, Bpyi(l)— Bu1(0) = n/ B, (t)dt =0 ou encore / B, (t)dt = 0.
0 0

Ainsi,

les conditions (1), (2) et (3) sont équivalentes aux conditions (A), (B) et (C)‘
(b) On a donc B1(X) =X 4¢3, ouc; € R.

1
1
La condition (B) équivaut alors a / (t+ c1)dt =0, soit ¢; = ~5
0

1
On en déduit que : | B1(X) =X — 3
/ X* X .
Comme BY(X) = B1(X) =X + ¢, on a By(X) = =5 "5 +c2, ot g € R.
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1 /42
t t 1
La condition (B) équivaut alors a / (2 —5 + 02) dt = 0, soit ¢y = 6
0

X2 X 1
On en déduit que : [Ba(X) = — — — + —.

2 2 6

X3 X? X
Comme Bj(X) = 2B(X), on a B3(X) = 5 "5 + r +c3, 0t c3 € R.
La condition (B) équivaut alors a / (3 -3 + 8 + 03> dt = 0, soit c¢3 = 0.
0

X3 X2 X
On en déduit que : |B3(X) = — — — + —.

3 2 6

X+ X3 X2
Comme BZ/I(X> = 3Bg(X)7 on a B4(X) = T — 7 + T —+ Cy4, Ofl Cq4 & R
Lrgt 8 2 1

La condition (B) équivaut alors a /0 <4 kY + 1 + C4> dt =0, soit ¢4 = ~30°

X+ X3 x? 1
On en déduit que : B4(X) = T — 7 + T — %

Comme A(B,+1) = X", la formule 8.(a) implique alors :

p(p+1)
2 b)

M=

k= Bs(p+1)— By(0) =

0

pip+1)2p+1)
6 5

k? = B3(p+ 1) — B3(0) =

M~ 7

£
Il
o

p?(p+ 1)

k> = By(p+1) — Ba(0) = 1

Mws

£
I
o

(c) L’existence et I'unicité de la suite (B,,) se généralisent comme suit par récurrence.
La propriété est démontrée au rang 1, 2, 3 et 4 avec la question précédente.

Soit m > 1. Supposons obtenu B, (nécessairement de degré n avec la condition (A)).
On décompose B,, dans la base canonique de R, [X] :

Bp(X) =) pupX".
k=0
Comme By, || = nBy, on en déduit que :

n
Npn.k
Bpy1(X) = kiﬁleH +cpy1-
k=0

kE+1

1 n
n
La condition (B) équivaut alors a / (Z Pk gkt 4 Cni1 | dt =0, soit :
0 \k=0

3

nPn k

k+1)(k+2)

Cn+1 = —
i

Le polynéme B,y vérifiant les conditions requises est ainsi déterminé de maniere
unique, et on observera que ses coeflicients sont rationnels.

(d) On peut ranger les coefficients des polynémes By, (1 < k < n) dans un tableau (p; ;) de
taille n x n dont les éléments auront été initialisés a 0.
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1 1
Dans la premiere ligne, on prend pj o = 3 et p11 = 1 puisque B;(X) = X — 5>
Puis les formules obtenues a la question précédente permettent de remplir successivement

les lignes 2 a n du tableau avec les coefficients de Bo, ..., B,.

Bien entendu, une programmation de ces opérations en rationnels (et non en flottants)
permettra d’obtenir les coefficients de ces polyndémes sous forme rationnelle.




