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— TD 11

Ensembles et relations binaires

Ensembles

Exercice 11.1 (%%)
Montrer les égalités d’ensembles suivantes :

O1-11= U _1+14_1]; (i) [-1,1] = ﬂ]—l—nﬂ+.

neN* n n neN n

Exercice 11.2 (%)
Soient E et F' deux ensembles. Montrer que Z(E) C P (F) si, et seulement si, £ C F.

Exercice 11.3 (% %)
Soient E un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. Comparer les ensembles suivants :

(i) P(ANB) et 2(A)N P (B) ; | (i) P(AUB) et 2(A)U 2 (B).

Exercice 11.4 (%%)
Soient E un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. Montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) AC B; | (i) ANB=A; | (i) AUB=B; | (iv) AnB=0.

Exercice 11.5 (%% %)
Soit £ un ensemble et A, B, C trois sous-ensembles de E. Montrer que :

(i) AUB=ANC&BCACC; (iv) A\B=B\ A4
(i) AUB=ANB& A=B, (v) (A\B)U(A\C)=A\(BNC);
(ili) ANB = ANC et AUB = AUC < B = C; (vi) (A\B)\(A\C) = (A\B)NC = (ANC)\B.

Exercice 11.6 (%% %)

Soit E un ensemble, et soient A et B deux parties de F.

1. Montrer 1’équivalence : AC B & VX € Z(F), ANX CBNX.
2. Montrer I’équivalence : AUB=F & VX € Z(E), ( XNA=0= X C B).

1. Supposons que A C B, et soit X € Z(F).

On souhaite alors prouver que AN X C BN X. Soit donc x € AN X. Alors z € A et
re€X. Or AC B,donc x € B, et donc x € BN X.

Ainsi, on a prouvé que Vr € AN X, x € BN X, si bien que AN X C BN X. Et ceci est
vrai pour toute partie X de F.

Nous avons donc prouvé l'implication A C B =VX € Z(E),AnNX C BNX.

Inversement, supposons que VX € Z(F), ANX C BNX. Alors en particulier pour X = F,
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onaANECBNE< ACB. EtdoncvVX € Z(E),ANX CBNX=ACB.

. Supposons que AU B = E, et soit X € Z(FE) vérifiant X N A = (. Alors :

X=XNE=XN(AUB)=(XNA)UXNB)=XNBCB.
=0

Et donc on a bien prouvé que VX € Z(E),XNA=0= X C B.
Inversement, supposons que VX € Z(E),X N A =0 = X C B. Prenons alors en partic-

ulier, X = A. Ona alors ANA =10, et donc AC B. Etalors E=AUAC AUB.

Puisque A et B sont deux parties de F, on a évidemment AU B C E, et donc par double
inclusion, £ = AU B.

Nous avons donc prouvé que (VX € Z(E),XNA=0= X C B)= AUB = E. Donc par
double implication,

AUB=FE & (VXeZE),XNA=0=XCDB).

Exercice 11.7 (%% % - Différence symétrique)
Soit E un ensemble. On définit la différence symétrique de deux parties A, B de E par :

= W

AAB = (A\ B)U (B\ A).

Montrer que pour tout A, B € #(E), AAB = (AUB)N (AN B).

Soit A € Z(E). Calculer AAA, AAA, AAE et AAD.

Montrer que : VA, B,C € Z(E), AAB = BAA et AA(BAC) = (AAB)AC.
Montrer que : YA, B € Z(E), AAB = AAB.

5. Montrer que : VA, B,C € #(FE), AAB=AAC < B=C.

Soient A, B € Z(FE). Résoudre I'équation XAA = B d’inconnue X € Z(E).

1. En partant de la définition de AAB :

AAB = (A\B)U(B\A) = (AnB)U (BN A)
=(AnB)UB)N((ANnB)U A)
=((AuB)N(BUB))N((AUA)N(BU A))

=F =F
=(AUB)N(AUB)=(AUB)N(ANDB).

Diagramme de Venn de la différence symétrique.
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2. On a :
AAA = (A\NA)U(A\A) =0Ud =9
AAA = (A\A)U(A\A) = AUA=F
AAE = (A\E)U(E\A)=0UA=A
AAD = (A\P)U (M\A) = AUP=A

3. Pour la premiere égalité (commutativité de A), on a en utilisant la question 1. et la
commutativité de I’'union et de l'intersection :

BAA=(BUA)N(BNA) =(AUB)N(ANB) = AAB.

Pour la deuxiéme égalité (associativité de A), faisons un tableau en notant V ou F
I’appartenance ou non de x a I’ensemble précisé en téte de colonne :
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Les deux derniéres colonnes sont identiques, les ensembles AA(BAC) et (AAB)AC sont
donc constitués des mémes éléments, a savoir ceux appartenant a 1’union :

(ANBNC)U(ANBNCYU(ANBNC)U(ANBNCO).

4. Avec la question 1. et les lois de Morgan,

UB)=(ANB)N(AUB) = AAB.

ﬁku

AAB=(AUB)N(ANB)=(AnB)N(

5. Evident.
Ona:

AAB = AAC = AA(AAB) = AA(AAC)
= (AAA)AB = (AAA)AC (avec la question 3.)
= 0AB = )AC (avec la question 2.)

=B=C (encore avec la question 2.).

6. o Analyse. Soit X € Z(F) tel que XAA = B. Alors, avec les questions 2. et 3. :

XAA =B = (XAA)AA = BAA
= XA(AAA) = BAA (avec la question 3.)
= XAl = BAA (avec la question 2.)
= X = BAA (encore avec la question 2.).
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e Synthése. On pose X = BAA. Alors, en utilisant les questions 2. et 3. :

XAA = (BAA)AA = BA(AAA) = BA) = B.

On a donc une unique solution X = BAA.

Exercice 11.8 (k% %)
Soient E un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. Résoudre les équations suivantes d’inconnue
XeZE):

(i) XUA=B; | () XNA=B; | (i) X\ A=B.

(i) Raisonnons par Analyse - Synthese.

e Analyse. Supposons que X est solution de ’équation XUA = B. On a nécessairement
A inclus dans B et X inclus dans B. Cependant, ceci ne suffit pas, il faut aussi que les
éléments de B qui ne sont pas dans A se retrouvent dans X et donc que B\ A C X.

Résumons, si I’équation X U A = B admet une solution X, nécessairement

ACB et B\ACXCB.

e Syntheése. Distinguons deux cas :

— Casou A ¢ B : Il n’y a pas de solution a I’équation X UA = B.
— Cas ou A C B : Pour toute partie X vérifiant B\ A C X C B, on vérifie par
double inclusion que X U A = B et donc que X est solution.

ACBetXCBdoncXUACB.

Soit x € B.

Size X, x e XUA et c’est terminé.

Siz¢ X,alorsx ¢ B\ Acar B\ACX. Doncre ANB=Acar AC Bet
donc z € X U A.

Dans tous les cas, z € X U A et donc B C X U A.

L’ensemble des solutions de I’équation est .’ = {X € Z(E)| B\ AC X C B}.

(ii) Pour que I’équation X N A = B admette une solution X, il faut que B C XN A C A. Ainsi,
si B¢ A, cette équation n’admet pas de solution

Supposons dans la suite que B C A, et raisonnons par Analyse - Synthese.
e Analyse. Soit X C F tel que XN A= B. Alors :

B=XNnAcCX.

D’autre part, on remarquera avec un diagramme de Venn que si X N A = B, alors
X\ B C A. Montrons le par le calcul :

XNB=XN(XNA)=XN(XUA) =(XNX)U(XNA) =0U(XNA)=XnNACA.
o Syntheése. Soit X € Z(E) tel que B C X et X \ B C A. Montrons que X N A = B.
— Puisque B C A, il suit que B C X N A.

— D’autre part, soit # € XNA. Siz ¢ B,alorsx € X\B C A, et doncx € ANA = 0,
d’ol une contradiction. Donc x appartient a B.

Ainsi, XN A = B.
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(iii) Cette équation se récrit :
XNA=B.

On est donc ramené & la question précédente avec A en lieu et place de A. Ainsi, 'ensemble
des solutions de cette équation est :

{(XeZ(E)|BCcXet(X\B)cCA}

Exercice 11.9 (k% %)
Montrer que 2 = {(z,y) € R? | 22 + 942 < 1} n’est pas le produit cartésien de deux ensembles de R.

Procédons par ’'absurde en supposant que 2 = A x B ou A et B sont des parties de R. Puisque
(1,0) € 2, (1,0) € Ax B et donc 1 € A. De méme (0,1) € Z, et donc 1 € B. Par conséquent,
on aurait (1,1) € A x B = 2, ce qui est faux.

Exercice 11.10 (% %)
Soient A, B,C, D des parties d’un ensemble E.

1. Montrer que (A x C)N(Bx D)= (ANB)x (CND).
2. Montrer que (A x C)U (A x D) = A x (CUD,).
3. Que dire des ensembles (A x C)U (B x D) et (AUB) x (CUD)?

Exercice 11.11 (k% %)
Soient E un ensemble, n un entier naturel non nul et Ag, Aq,..., A, des sous-ensembles de E tels que

=40 A C...C A, =FE.

On pose pour tout k dans [1,n], By = Ag \ Ax—1. Montrer que (Bi, B, ..., B;,) est une partition de
E.

Exercice 11.12 (k%% %)
Soit E un ensemble et soient Ei,...,E, (n > 2) des parties deux & deux distinctes de E. Montrer
que I'un au moins de ces ensembles n’en contient aucun autre.

Juste pour le plaisir, et bien que ceci ne nous soit pas vraiment utile dans la suite, reformulons
I’énoncé : il s’agit de prouver que

3i € [1,n], Vj € [1,n]\{i}, E, ¢ E;.

Nous allons prouver le résultat par récurrence sur n, le nombre d’ensembles. Autrement dit, nous
rouvons la propriété &(n) suivante : « quelles que soient F1, ..., E, des parties deux a deux
) b
distinctes de F, il en existe une qui ne contienne aucune des autres. » Notons que la encore, il
) q M
peut étre instructif d’essayer d’écrire &?(n) a l'aide de quantificateurs :

¥ (B, Ey) € 2(B)", (¥(,5) € [Ln]? i # j = B # By) = (Ji € [1,n],V) € [1,n]\{i}. B; ¢ E).

e Initialisation. Pour n = 2, donnons nous deux parties 1, F5 de E distinctes. Alors on
ne peut avoir a la fois E1 C Fy et Ey C F4, car alors on aurait E; = F», contredisant le
fait que E1 7é EQ.
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Donc on a toujours soit F; qui ne contient pas FEs, soit Fs qui ne contient pas Ej.

o Hérédité. Soit n > 2 tel que &(n) soit vraie, et considérons Ej,..., E,41 des parties
distinctes de E.

Par hypothese de récurrence, I'un des FEq,...,E,, appelons-le E;, ne contient aucun des
autres. Il y a alors deux cas possibles :

— Si Ey1 ¢ E;, alors aucun des Fy, ..., FEi—1, FEi11,..., Eyyq n'est contenu dans E;.

— Si Ey41 C Ey, alors E, 41 ne contient aucun des Fy, k € [1,n]. En effet, pour k # 4, si
on avait Fy C Fpy1, comme F,, 1 C FE;, on aurait également Ej, C Ej;, ce qui contredit
la définition de i. Et pour k = 4, on ne peut avoir E; C F,4+1 car on a déja F, 11 C Ej,
et par hypothése E; # F,41 car E1,..., Fpy1 sont deux a deux distincts.. Et donc
F,+1 ne contient aucun des ensembles Fi, ..., E,.

Ainsi, dans tous les cas, Z(n + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence, &?(n) est vraie pour tout n > 2. Et donc, pour toute famille finie
de parties deux & deux distinctes de E, I'une * de ces parties (au moins) n’en contient aucune

autre.

Relations binaires

Exercice 11.13 (%)
Montrer que la relation % définie sur C par 2%z < |z| = |Z/| est une relation d’équivalence. Décrire
géométriquement ses classes d’équivalence.

Exercice 11.14 (%)
Sur Z, on définit une relation binaire % par : V(a,b) € Z2?, a%b < a® — b> = a — b. Montrer que %
est une relation d’équivalence et déterminer la classe d’équivalence d’un élément a € Z.

Exercice 11.15 (k%)
Soit F un ensemble non vide. On suppose qu’il existe sur F une relation # qui soit a la fois une
relation d’ordre et une relation d’équivalence. Que dire des classes d’équivalence de Z 7

Si on suppose de plus que la relation d’ordre # est totale, que dire de E 7

Exercice 11.16 (%% %)

Soit a € R%. Montrer que la relation de congruence modulo « est une relation d’équivalence sur R.
Déterminer la classe d’équivalence d'un élément x € R, et donner un systéme de représentants des
classes d’équivalences.

Exercice 11.17 (k%% %)
Soit E un ensemble non vide et soit A C Z(F) une partition de E.

Montrer qu’il existe une unique relation d’équivalence ~ sur E telle que A soit I’ensemble des classes
d’équivalence de ~.
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Définissons une relation ~ sur F en posant :

V(z,y) € B>,z ~y < 3X € A {z,y} C X.

Prouvons que ~ est une relation d’équivalence sur F, et que ’ensemble de ses classes d’équivalence
est A.

Soit x € E. Puisque A est une partition de £, x4 X = E, et donc en particulier, x € [Jxc X.
Donc il existe X € A tel que x € X. Et donc {x,z2} = {z} C X, si bien que x ~ z. Donc ~ est
réflexive.

Il est évident que ~ est symétrique puisque {z,y} = {y, z}.

Soient z,y,z € F tels que © ~ y et y ~ z. Alors il existe X1, Xy € A tels que {z,y} C X7 et
{y, 2} C X5. Mais alors {y} C X3 N Xy, si bien que X; N X3 # 0. Et donc par définition d’une
partition, X1 = Xo. Et donc {z,z} C {z,y} U{y,2z} C X1. Donc & ~ z, si bien que ~ est
transitive.

Et donc ~ est bien une relation d’équivalence sur FE.

Reste a prouver que {cl(z),z € E} = A.

Soit X € A. Alors puisque X # 0, et donc il existe € F tel que € X. Mais alors pour
tout y € E,x ~y < 3Y € A, {x,y} CY. Mais un tel Y contient z, et donc X NY # (), et donc
X =Y. Et par conséquent, y € cl(z) @z ~y &y e X.

Autrement dit, nous venons de prouver que X = cl(x). Donc déja, tous les éléments de A sont
des classes d’équivalence de ~, si bien que A C {cl(z),z € E}.

Inversement, soit z € E, prouvons que cl(z) € A. Mais comme précédemment, il existe X € A
tel que z € X, et alors cl(z) = X.

Donc toute classe d’équivalence de ~ est un élément de A, et donc {cl(z),z € E} C A.

Par double inclusion, on a donc {cl(z),z € E} = A.

Exercice 11.18 (%)
Sur £ = {z € C|Im(z) > 0}, on définit une relation =< par :

V(z,2) € B?, 2=7 & (2| <|¢]) ou (|| = || et Re(z) <Re(?)).

Montrer que (F, <) est un ensemble totalement ordonné.

Exercice 11.19 (% %)
On définit une relation < sur N en posant p < ¢ < In € N, ¢ = p". Montrer que = est une relation
d’ordre. Est-ce un ordre total 7

Exercice 11.20 (% %)
Soient X une partie non vide de R, et F' = .7 (X, R) ’ensemble des fonctions définies sur X a valeurs
réelles. On définit une relation binaire < sur F' de la maniére suivante :

V(f.g) €F? f<g & VzeX, f(x)<g(a)

Montrer que < est une relation d’ordre sur F. A quelle condition est-ce un ordre total ?
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Exercice 11.21 (%)
On considére N muni de la relation de divisibilité |. L’ensemble {2", n € N} posséde-t-il un plus grand
élément ? un plus petit élément ? une borne supérieure ? une borne inférieure 7

Exercice 11.22 (%% %)
Soit E' un ensemble possédant au moins deux éléments. On considére 'ensemble &2(FE) muni de la
relation d’ordre C.

1. Montrer que Z(E)\{E} ne possede pas de plus grand élément.

2. Montrer que I'’ensemble des singletons de E ne possede pas de plus grand élément. Est-il majoré
ou minoré ? Admet-il une borne supérieure ou une borne inférieure ?

Exercice 11.23 (k%% %)
Soit E un ensemble ordonné tel que toute partie non vide de E possede un plus grand et un plus petit
élément. Montrer que E est fini.

Raisonnons par I'absurde, et supposons que F soit infini. On définit alors une suite par :

xo = min E,z; = min E\ {z¢} , 22 = min E\ {zg, x1}

et plus généralement, pour tout n € N, z,41 = min E\ {z¢, z1,...,2,}.

Notons que cette suite est bien définie, puisqu’a chaque étape, E étant infini, on a bien
E\ {xo,x1,...,2,} qui est non vide, et donc admet un plus petit élément.

Soit alors A = {xo,z1,...,Zn,...} = {zn,n € N}. Alors A ne peut pas admettre de plus grand
élément.

En effet, la suite ( x, ) est croissante, puisque pour tout n € N, z,, = min E\ {zq,...,z,_1} et
Tni1 € E\{xo,x1,...,20} C E\{z0,21,...,2p_1}, donc x,, < Tp11.

Mieux, elle est strictement croissante, au sens ou z, < Z,y1, mais x,y1 # Z, (puisque
Tny1 € E\{xo,...,2n}).

Supposons alors que A possede un plus grand élément a. Il existe donc ng € N tel que zp, = a.
Et alors, a < x,,+1 (par stricte croissance de la suite), mais x,,+1 < a (par définition d’un plus
grand élément).

Ceci n’est pas possible. On en déduit donc que E est infini.




