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— TD 31

Groupes symétriques

Exercice 31.1 (% - Premiers calculs)
On considere les permutations suivantes de &19 :

(123 4 5 6 78 9 1011 12
= 15 2 S 4 :

1. Calculer coT, 700,07 ", T

2. Décomposer o et 7 en produit de cycles disjoints, puis en produit de transpositions, et calculer
leur signature.

Exercice 31.2 (%% - Calculs de puissance)
Expliciter les puissances suivantes sous la forme d’un produit de cycles a supports disjoints :

47 168 227
1 23 45 6 12 3 45 6 7 1 2 6 7
24316 5) 7 6 74 3 1 5 2 ’ 4 3 1 6 '

Exercice 31.3 (% %)
Décrire les éléments du groupe alterné 2l4, écrire la table de ce groupe et déterminer tous ses sous-
groupes.

3 4 5
5 7 2

Exercice 31.4 (%% % - Classes de conjugaisons dans &, - @))
1. Soit G un groupe. On dit que deux éléments g; et go de G sont conjugués s’il existe h € G tel
que g2 = hgih~'. Montrer que la relation de conjugaison est une relation d’équivalence sur G.

2. On souhaite caractériser les classes de conjugaisons du groupe symétrique G,,.

(a) Montrer que pour tout o € &,, oo (aj as ... ay) oot = (a(ay) a(az) ... a(ap)).
n déduire que si v e sont des cycles de méme longueur, alors il existe o € &,, tel que
(b) En déduire que si v et 7' sont des cycles de méme long , alors il exist S, tel g
v =coyool
(c) Soient 7 et 7/ deux permutations, T =73 0---07,, 7 =7} o -+ 0. leur décomposition en
produit de cycles a supports disjoints, ot I’on inclut les cycles de longueur 1 et on suppose
les cycles rangés dans l'ordre croissant de leur longueur :

) < < L(y)

et de méme pour 7. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 7 et 7/ sont conjugués ;
(ii) r = s et pour tout i € [1,7], £(y;) = (7).

Ainsi, les classes de conjugaison dans &,, sont paramétrées par les partitions de n, c’est-a-dire
les suites de la forme (iy <ig < --- <14,) telles que n =iy + -+ + ;.
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3. (a) Les permutations 7 =(124)0(25)0(16), 7 =(12345)et 7" =(132)0(456) de S¢
sont-elles conjuguées 7

(b) Déterminer les classes de conjugaison des groupes symétriques S3, Sy, S5.

Exercice 31.5 (%% - D’autres générateurs du groupe symétrique - £3)
1. Soient 1 <7 < j < n. Notons ¢ = (z i+1 .- j—l)_

(a) Montrer que (z j) =co (j -1 j) oc L.
(b) En déduire que les transpositions (1 2) ) (2 3) ey (n -1 n) engendrent &,,.
2. Supposons n > 3. Notons v = (1 2 3 .- n) la permutation circulaire de &,, et 7 = (1 2).

(a) Expliciter 42 o 7 0 y~P pour tout p=10,...,n — 1.
(b) En déduire que « et 7 engendrent S,,.

3. Existe-t-il une permutation o € &, qui engendre &,, 7

Exercice 31.6 (k%% - Théoréme de Cayley)
Soit G un groupe fini d’ordre n.

1. Montrer que pour tout g € G, ’application
G = G
Y9'V b o g-h
appartient a Gg.

2. En déduire qu’il existe un sous-groupe de &,, isomorphe a G.

Exercice 31.7 (%% % % - Unicité du morphisme signature)
Déterminer tous les morphismes de groupes non triviaux (c’est-a-dire différents du morphisme constant
égal a 1) de 6,, dans le groupe multiplicatif C*.




